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Maschinelles Lernen in der Verfahrenstechnik

Principle Component Analysis

Bei der Principle Component Analysis wird eine Datenmatrix X per linearer Transformation in
ein neues Koordinatensystem berfihrt:
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Die Transformationsmatrix P wird dabei so gewahlt, dass es im transformierten Datensatz Z

keine linearen Korrelationen zwischen den neuen Variablen gibt. In diesem Fall ist die
Stichproben-Kovarianzmatrix S, von Z eine Diagonalmatrix.

Die Stichproben-Kovarianzmatrix S, lasst sich fiir einen zentrierten Datensatz mit M
Datenpunkten berechnen Gber:

S,=—-2"-Z 2
Mit Gleichung (1) folgt aus Gleichung (2):

S —L(X-P)T X P 3)
:Z M_l = = = =
S L opr XT-X-P 4)
=Z M_l: = = =
S, —pT.—1 xT.x.p (5)
=Z = M_l: = =

S, =B"-5,-P (6)

Es gilt: S, ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn P aus den (Spalten-)Eigenvektoren von
Sy besteht.

Beweis: Wir betrachten folgendes Eigenwertproblem:
S, & =48 (7)

wobei g; ein (Spalten-)Eigenvektor von S, und 4; der zugehorige Eigenwert ist.

Wir kdnnen fur die Gesamtheit aller Eigenvektoren/Eigenwerte schreiben:
5 E=E-A (8)

mit

E=[&.&, 8] (9)
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und
A 0
A= (10)
0 Ay
Aus Gleichung (8) folgt durch Umstellen:
S« =E-A-E” (11)
Da E orthogonal ist, kdnnen wir auch schreiben:
S«=E-A-E (12)
Einsetzen von (12) in (6) liefert:
S,=P"-E-A-E"-P (13)
bzw. mit P=E:
S,=E"-E-A-E"-E (14)

Da die Eigenvektoren sogar orthonormal sind, gilt ET -E =1 mitder Einheitsmatrix | und damit:

S,=A=| . (15)

Damit ist in diesem Fall S, eine Diagonalmatrix.

Anmerkung: In der Regel werden die Eigenvektoren und zugehorigen Eigenwerte so sortiert, dass
A, am groBten ist, 4, am zweitgroBten etc. Dann gibt 4, die Varianz des Datensatzes in Richtung

der 1. Hauptkomponente an, A, die Varianz des Datensatzes in Richtung der 2. Hauptkomponente
etc.
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